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Сфера Ленарта.

А може, різні геометрії насправді існують ?

(стаття №4)

Іштван Ленарт (Центр математичної дидактики, факультет Природничих наук Універ-
ситету ELTE, Будапешт, Угорщина)

Анна Рибак (факультет математики та інформатики Університету у Бялостоку, Польща)

Інтродукція

У школі ми найчастіше обговорюємо властивості геометричних фігур лише на площині.
Реалізуючи питання в галузі стереометрії, ми не звертаємо уваги на властивості фігур, побудо-
ваних на поверхні твердого тіла. Обговорюючи властивості сфери, ми не говоримо про специ-
фічні властивості трикутників на поверхні цієї сфери. Не згадуємо також, що закони геометрії
на площині (евклідова геометрія) – то є не єдина геометрична система в науці. Ми майже не
згадуємо неевклідову геометрію.

А тим часом неевклідова геометрія є важливим математичним інструментом для опису
нашого Світу навколо. Тож виникає важливе питання: чи варто вчити неевклідову геометрію
в школі? Тобто не на академічному рівні, а саме в школі, в загальноосвітній школі?

Якщо ми викладаємо лише одну геометричну систему, коли для опису нашої Землі як
планети, для опису Всесвіту та опису багатьох фізичних явищ ця система не є найкращим ін-
струментом, чи тим самим ми не формуємо у дітей не зовсім правильне уявлення про роль нау-
ки, що описує Світ? Хіба не так, що ми просто залишаємо їх необізнаними? Чи насправді неев-
клідова геометрія є настільки складною, що неможливо розробити відповідну методику на-
вчання її у школі?

Виявляється, що можна. Іштван Ленарт, угорський математик, який працює в університеті
ELTE в Будапешті, розробив набір моделей та інструментів для побудови певних структур на
сфері та запропонував свою методику роботи над цими питаннями, причому так, щоб їх можна
було обговорити вже в початковій школі.
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Теми для учнів середньої школи та старших школярів

Отже, що можна запропонувати учням 12-16 років для обстеження та дослідництва? – Да-
вайте підготуємо наступний реквізит:

… або навіть такий:

Ми також можемо підготувати кілька фотографій, щоб звернути увагу дітей на інші біль-
менш знайомі предмети навколо нас:
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Перша тема для обговорення (наприклад):

Вигнуті поверхні присутні навколо нас. Чи можете ви малювати фігури на таких поверх-
нях? Чи подібний цей сюжет подібний до побудови на площині?

Очікувані результати цієї частини дискусії:

1. Учні, ймовірно, виявлять, що ви можете побудувати графік на вигнутій поверхні, але ви
не можете використовувати геометричні інструменти, які ми використовуємо для побудови на
площині.

2. Якщо у нас є кульки, ми можемо спробувати намалювати на них. Якщо ні, то давайте
використовувати фрукти, зубочистки та гумки. Залишимо винахід учням і подивимося, яких
результатів вони досягають. Може бути схожим на ті, що зображені на малюнках:

Рис.: дво-кутні1 (!) та трьох-кутні фігури на сфері

Друга тема для обговорення:

Ви можете бачити геометричні фігури тут? Якщо так, то які саме? Як ми їх назвемо? Які
то є їх елементи? Чи нагадують ці фігури ті, що можна побудувати на площині? Що тут є поді-
бним? А чим-то вони відрізняються між собою?

Очікувані результати цієї частини дискусії:

1. Учні обов’язково помітять, що на сферичній поверхні можна позначити різні багатоку-
тники.

2. Вони обов'язково будуватимуть «звичні очам» трикутники; можливо, вони помітять, що
ці трикутники мають інші властивості, ніж на площині: наприклад, є трикутник з трьома пря-
мими кутами, двома тупими кутами тощо.

3. Звичайно, деякі учні будуватимуть навіть чотирикутники на сфері. Тоді варто обгово-
рити, чи можна побудувати квадрат на сферичній поверхні в тому розумінні, яке ми знаємо з
геометрії на площині.

4. Можливо, деякі учні побудують «той самий» дво-кутник (остання фотографія). Якщо
ні, то варто вміло керувати їх роботою та привести їх до успіху. Двокутник є прикладом геоме-
тричної фігури, яка існує на кулі і не існує на площині.

5. Учні, безумовно, виявлять, що сторони багатокутників, які вони створюють, є арками.

1 такі незвичні просторові фігури мають англійську назву digon, or spherical lune (див. за посиланням:
https://en.wikipedia.org/wiki/Digon)
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Проблеми для досліджень, які можуть бути результатом дискусії :

1. Якщо еквівалент відрізка на площині – це дуга на кулі (наприклад, як сторона багатоку-
тника), яка цифра на сфері є еквівалентом прямої лінії на площині?

2. Чи існує паралелізм на сфері?
3. Якщо ви можете створити трикутник з трьома прямими кутами на кулі, що ви можете

сказати про суму внутрішніх кутів сферичного трикутника?

Перші великі кроки у «незвичну» геометрію можна закінчити тут. Учні побачили «незви-
чне у звичному», і це стало джерелом багатьох важливих вражень та питань, про які вони мо-
жуть думати і проводити дослідження на загальнодоступних матеріалах. Ви також можете по-
рекомендувати для «бажаючих йти далі» учнів знайти відповідні матеріали в Інтернеті про не-
евклідову геометрію, тобто «геометрію для кривих поверхонь».

(далі декілька ілюстрацій від автора перекладу)


