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Сфера Ленарта. Багатокутники (Polygons) (стаття №5)

Досліджуємо багатокутники на 2D- та 3D-поверхнях

Розділ 1 – Двокутник (??!!)

Двокутник (так, це незвична для нас назва, але вони зустрічаються часто, тому має
сенс знати про них більше). За визначенням, двокутник – якщо формально, це багатокутник з
двома сторонами та двома кутами. Або, якщо «більш поетично», це простір (зазвичай вимірю-
ється в градусах) між двома пересічними лініями або поверхнями в точці, де вони зустрічають-
ся (Рис. 1).

Рис. 1: двокутник (приклади)

Проблема (завдання)

Чи може багатокутник мати [тільки!] дві сторони? Нехай ви побудували на площині бага-
то різних полігонів: трикутники, квадрати, правильні шестикутники та багато іншого. Дослі-
діть, чи можлива побудова багатокутника, який має лише дві сторони.

Побудуйте на площині: намалюйте два промені, що прямують з однієї вершини.

Теми для дослідження:

1. Чи зустрічаються ці два промені у якійсь іншій точці перетину, якщо продовжити їх не-
скінченно?

2. Два промені, що йдуть від загальної вершини, ділять площину на дві області. Опишіть
форму та розмір цих двох регіонів (просторів).

3. Багатокутник часто визначають як замкнуту («закриту») фігуру, сторони якої є відріз-
ками. А чи можна побудувати багатокутник на площині з двох сторін.

♦ А як ви думаєте, чи можна побудувати багатокутник з двома сторонами на кулі?

Побудуйте на сфері: позначте крапку на кулі (візьміть фрукт, або м’ячик, або іншу мо-
дель), і з цієї точки намалюйте дві дуги «від великих кіл» (тобто великих радіусів).

Теми для дослідження:

1. «Розтягніть» ці дуги. Чи вони зустрічаються у другій точці перетину?
2. Дві розтягнуті дуги із загальної вершини ділять сферу на дві частини. Опишіть «форму»

та «розмір» цих двох частин.
3. Як можна визначити багатокутник на кулі? Чи можете ви знайти якійсь багатокутник

серед частин сфери, які ви можете отримати, якщо цю сферу поділите двома розтягнутими ду-
гами?

4. Чи можете ви знайти такий багатокутник на глобусі?
5. Відомо, що багатокутник з двома сторонами називається двокутником (або digone or

lune, тобто це фігура у формі півмісяця, утворена на кулі чи площині двома дугами, що перети-
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наються у двох точках.). Її внутрішні кути не можуть перевищувати 180°. Намалюйте двокут-
ник на своїй сфері.

6. Укажіть кути такого двокутника. Що ви можете сказати про їх міру (величину кутів)?
7. Укажіть сторони двокутника та опишіть його властивості.
8. Чи є двокутники звичайними багатокутниками? Поясніть.

Завдання для порівняння:

Зробіть стільки різних конструкцій на площині та на сфері, скільки вам буде потрібно,
щоб зробити висновки про можливість існування двокутників на цих двох поверхнях. Опишіть
свої спостереження в наступній таблиці, яку ви можете заповнити стільки рядків, скільки хоче-
те заповнити:

Два промені/дуги, що виходять з однієї вершини

На площині На сферичній поверхні

Розділ 2 – Трикутник (назва більш звична, тому вже веселіше!)

Проблема (завдання)

Які геометричні фігури ви бачите на малюнку? Чи можете ви знайти такі фігури на пло-
щині?

Рис. 2

Source: http://polskalokalna.pl/sport/opolskie/news/turniej-pilki-noznej-w-strzelcach-opolskich,1425104,4416

Побудуйте на площині: Намалюйте три точки, а потім з’єднайте їх відрізками прямих.

Теми для дослідження:

1. Чи є ця фігура багатокутником?
2. А скільки ця фігура має сторін?
3. А що знаходиться всередині і зовні цієї фігури?
4. Виміряйте ці три сторони. Порівняйте суму довжин двох сторін із довжиною третьої

сторони. Які є ваші висновки?

Поміркуйте, що воно станеться, якщо… :

Які форми ви отримуєте, якщо з’єднати три точки на кулі з дугами сферичних прямих,
тобто великими колами?

http://polskalokalna.pl/sport/opolskie/news/turniej-pilki-noznej-w-strzelcach-opolskich
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Побудуйте на сфері:

Накресліть три неколінеарні непротилежні точки. З’єднайте їх дугами «сферичних» пря-
мих. Ви можете використовувати апельсини, зубочистки та гумки (Рис. 3):

Рис. 3

Теми для дослідження:

1. Скільки різних фігур ви отримуєте в такому випадку?
2. Чи є ці фігури багатокутниками?
3. Скільки вони мають сторін?
4. Це фігури будуть трикутниками? Чому так або чому ні?
5. Що у них зовні, а що у них всередині?
6. Виберіть будь-який із цих фігур. Виміряйте всі три сторони обраної фігури. Порівняйте

суму довжин двох сторін із довжиною третьої сторони. Що ви спостерігаєте?
7. Чи можете ви знайти серед цих фігур трикутники, що нагадують трикутники на площи-

ні?
8. Якими властивостями ці фігури схожі на звичайний «площинний» трикутник?

Досліджуйте далі …

1. Трикутники на кулі зі сторонами довжиною не більше 180 одиниць називаються три-
кутниками Ейлера. З огляду на три точки на сфері, скільки трикутників Ейлера можна побу-
дувати з цими точками, якщо взяти їх за вершини?

2. Просуньте три зубочистки (наполовину їх довжини) в апельсин. Натягніть гумове кіль-
це на поверхню апельсина навколо цих трьох зубочисток. Спробуйте таким чином скласти мо-
дель трикутника Ейлера.

3. Яка мінімальна і максимальна довжина сторони трикутника Ейлера?
4. Виміряйте і складіть довжини трьох сторін трикутника Ейлера. Якою буде мінімальна

та максимальна сума трьох сторін у такому випадку?
5. Порівняйте суму довжин двох сторін із довжиною третьої сторони у трикутнику Ейле-

ра. Що ви можете помітити?
6. Чи має сенс говорити про чотирикутники Ейлера, п'ятикутники Ейлера, шестикутники

Ейлера тощо? Або взагалі Ейлерові n -кутники?
7. А чи існують трикутники Ейлера на площині?

(До речі, пошукайте в Інтернеті інформацію про життя та творчість Леонарда Ейлера,
– це один з найбільших математиків Світу)

Завдання для порівняння:

Порівняйте властивості трикутників на двох поверхнях: хто знайде більше відмінностей?
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Трикутники

На площині На сфері

Розділ 3 – Сума внутрішніх кутів у трикутнику

Проблема (завдання)

Якщо виміряти та додати внутрішні кути трикутника, чи завжди ви отримуєте однаковий
результат?

1. спробуйте відповісти на це питання при роботі з пласким трикутником…
2. … а тепер що скажете при роботі з пласким трикутником ?

Побудуйте на площині: Намалюйте в площині два різних трикутника так, щоб один з них
знаходився у внутрішній частині іншого.

Теми для дослідження:

1. Виміряйте внутрішні кути цих двох трикутників. Обчисліть суму виміряних кутів для
цих двох трикутників. Порівняйте результати своїх розрахунків а

2. Повторіть ті ж дії для інших 2D-трикутників. Що ви спостерігаєте?
3. Поясніть, чому сума виміряних внутрішніх кутів у площинному трикутнику завжди по-

стійна.

Як ви думаєте? – А що ми отримаємо, якщо знайти суму внутрішніх кутів у сферичному
трикутнику?

Побудуйте на сфері: Побудуйте три різні трикутники на своєму апельсині, так щоб пер-
ший знаходився у внутрішній частині другого, а другий – всередині третього.

Теми для дослідження:

1. Оцініть внутрішні кути цих трьох 3D-трикутників. Оцініть суму кутів для кожного три-
кутника. Порівняйте результати.

2. Спробуйте пояснити, чому ви отримали різні суми для різних трикутників.
3. Який трикутник мав найменшу суму своїх кутів? А який з них – найбільшу суму? Об-

ґрунтуйте своє твердження.

Завдання для порівняння: Побудуйте різні трикутники на площині та на сфері, зробіть
висновки про суму внутрішніх кутів у трикутнику. Запишіть свої результати в таблицю нижче.

Сума внутрішніх кутів у трикутнику

На площині На сфері

1. Де легше дослідити суму кутів – на пласкому чи на сферичному трикутнику? Чому?
2. Який варіант був більш цікавий для роботи – 2D- чи 3D-простір? Чому?
3. У якому випадку (2D/3D) ви очікуєте більш глибокого зв’язку між внутрішніми кутами три-
кутника та його різними властивостями?


