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Шановні українські друзі, студенти та вчителі, вітаю вас!

Я, Іштван Ленарт (István Lénárt), угорський учитель-дослідник математики. Завдяки іні-
ціативі к. ф.-м. н. Андрія Чепока (Andrii Chepok, ORCID 0000-0002-7902-9652, Одеська національна
академія зв’язку ім. О.С. Попова) я маю можливість звернути вашу увагу на навчальний про-
ект «Порівняльна геометрія», над яким я працював півстоліття.

Основна ідея проекту полягає у впровадженні геометричних концепцій на двох різних
поверхнях, у двох контрастних світах геометрії: площині та поверхні сфери. Розглянемо основ-
ні елементи евклідової геометрії площини, такі як точка, пряма, відстань, кут, площа, багатоку-
тники, трикутники, чотирикутники тощо. Спробуйте встановити ті самі поняття в іншій системі
геометрії на поверхні сфери. Які поняття легко можна перенести з площини на сферу? Які
трансфери можна здійснити лише з належними змінами? Які неможливо адаптувати?

Обов’язковими знаннями, що вимагаються від вчителя, є евклідова геометрія площин на
рівні середньої школи та основи географічної системи координат: екватор, північний та півден-
ний полюси, широти та довготи. Крім геометрії, запропонований навчальний проект викорис-
товує лише чотири арифметичні операції, здебільшого додавання та віднімання серед раціона-
льних чисел. На цьому етапі немає жодних вимог щодо більш розвинених областей математики,
таких як тригонометрія, обчислення чи глибше знання неевклідової геометрії. Пізніше знання з
порівняльної геометрії можуть бути легко розширені до більш вдосконалених тем, таких як
сферична тригонометрія, гіперболічна геометрія, алгебра, топологія тощо, а також до інших
шкільних предметів, таких як географія, астрономія, екологічна освіта, природничі науки, обра-
зотворче мистецтво, і так далі.

Для сприйняття цього проекту також потрібні нові та різні інструменти та ресурси. Я за-
охочую викладачів та студентів використовувати деякі канцелярські товари та навіть продукто-
ві товари, такі як сферичні фрукти, гумки, зубочистки або ковпачки для пляшок. З одного боку,
ці товари завжди є під рукою, а з іншого, звичні предмети пов'язують повсякденний досвід з
вищою математикою. Для більш складних конструкцій знадобляться спеціальні інструменти,
такі як пластикові прозорі сфери, сферичні лінійки, циркулі, транспортири, напівсферичні про-
зорі плівки, креслення глобусів, програмні матеріали та Інтернет-ресурси.

Я наголошую, що основною формою навчання в цьому проекті є пряме, практичне екс-
периментування з відчутними моделями та інструментами як на площині, так і на сфері. Я про-
вів половину свого життя перед комп’ютером, тому нічого не маю проти цього дива нашої ери,
але одна з головних цілей проекту – надихнути учнів використовувати всі свої почуття у влас-
них геометричних дослідженнях. Мій проект намагається досягти правильного балансу між
чуттєвим способом сприйняття та використанням ресурсів ІКТ, але саме прямий експеримент
має перевагу перед комп’ютерними технологіями в даному випадку. Шлях до результату так
само важливий, як і сам результат.

Ще одне важливе питання, яке часто виникає у вчителів після їх першої зустрічі з неевк-
лідовою геометрією: чи є порівняльна геометрія зрозумілою лише для кількох талановитих уч-
нів, трьох-чотирьох найкращих у класі? Моя відповідь на це питання – чітке «ні». Порівняльна
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геометрія, якщо належним чином викладається, є доступною для більшості учнів класу: як для
«талановитих», так і для «середніх» або «слабких» учнів, від початкової до вищої освіти.

Порівняльна геометрія вимагає способу опрацювання матеріалу, заснованого на експе-
рименті та безпосередньому досвіді. У цьому контексті творчість, здоровий глузд, ініціатив-
ність та розумова кмітливість переважають над сприятливим сімейним кліматом або віковими
відмінностями. Підлітки, які були позначені математично недосвідченими або навіть «матема-
тичними фобіями», можуть виявитись більш продуктивними та відкритими для спілкування з
іншими, ніж їхні талановиті однолітки. Одинадцяти- та дванадцятирічні діти часто перевершу-
ють старшокласників як за оригінальністю мислення, так і за логікою мисленням.

Наступна серія світлин демонструє роботу над сферами з різними інструментами:

Використання порівняльної геометрії як підходу до викладання геометричних міркувань
покажемо на прикладі трикутника. Якщо учень будує трикутники лише на площині Евкліда, він
розпізнає фігуру з першого погляду, бо не відчуває необхідності робити абстрактне визначення.
Трикутник – це те, що схоже на трикутник, думає він. Ця стратегія також добре працює на сфе-
рі, якщо трикутна форма дуже нагадує йому трикутник на площині, як на першій фігурі внизу.
Однак друга форма дуже далека від зображення трикутника в евклідовій геометрії. Але чи може
учень знайти якийсь розумний аргумент, щоб виключити цю фігуру з безлічі сферичних трику-
тників?

Для того, щоб дати відповідь на це запитання, учень повинен проаналізувати визначення
трикутника на площині та зрозуміти повноту значення евклідової концепції. Лише тоді він мо-
же вирішити, чи прийняти те саме визначення, чи знайти інше, що більше нагадує евклідовий
випадок, чи взагалі не бачити тут сферичної геометрії.
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На цьому прикладі показано, як за допомогою порівняльного методу зрозуміти поняття в
евклідовій геометрії. Перетворюючи геометричну фігуру в іншу систему, учень розуміє, що до
цього часу він міг лише візуалізувати фігуру в початковій системі, але не повністю зрозумів її
значення. Йому потрібно проаналізувати та зрозуміти визначення в геометрії площини, щоб до-
зволити перекласти його в іншу систему на сфері. Ця процедура вимагає, щоб учень відповідав
за власні рішення. Якщо він приймає певні поняття, він повинен дотримуватися цього визна-
чення у всіх подальших експериментах – аж до тих пір, коли нові результати вимагають нового
визначення.

Дозвольте закінчити кількома словами про себе. У мене був дещо незвичний шлях до
математики. Моя родина цікавилася гуманітарними науками, віршами та п’єсами набагато бі-
льше, ніж природничими науками. Математика згадувалася серед нас з глибокою повагою та
священним жахом. Деякий час я сам хотів стати поетом. Навіть зараз я сильно відчуваю, що моє
літературне коріння визначало більшість того, що я робив чи думав у математиці та в інших ча-
стинах свого життя.

Перший предмет науки, який привернув мою увагу, – це географія, потім хімія, потім фі-
зика. Математика виявилася дуже віддаленою від реальності, від власне експерименту, який
мені так сподобався. Мені було років двадцять два, коли я нарешті перейшов до математики. Я
знайшов той самий склад уяви та здорового глузду в цій темі, яким я захоплювався у своїх
улюблених поетів. Я почав працювати над алгебраїчно-аксіоматичною системою на основі сфе-
ричної геометрії. Ще через десять років я почав застосовувати свої ідеї у викладанні геометрії,
але з того часу продовжував займатися науковою роботою. Починаючи з дев'яностих років я
викладав на двох факультетах університету ELTE (Будапешт), того самого, який я відвідував ще
студентом у шістдесяті роки.

Сподіваючись на майбутню співпрацю,

з повагою,
Іштван Ленарт (István Lénárt)

Eotvos Lorand University of Sciences (ELTE University)

Faculty of Natural Sciences, Centre of Didactics of Mathematics

Budapest, Hungary


