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Сфера Ленарта. Сценарій до уроку «Геометрія на помаранчах»
(стаття №6)

Навчальний етап: середня школа 6-8 класи (гімназія 1-2 класи).

Метою курсу є ознайомлення учнів з основами геометрії на поверхні сфери (сферична
геометрія) та виявлення ними основних властивостей геометричних фігур на сферичній повер-
хні в результаті власних досліджень.

Загальні цілі уроку:

 розширення знань учнів з геометрії за допомогою певних понять сферичної геометрії та
проведення аналогій із звичними фігурами евклідової геометрії;
 знайомство учнів із самостійним відкриттям математичних знань – зміна способу на-

вчання математики від пасивного сприйняття до конструктивістського підходу;
 збагачення практикуму учнів шляхом впровадження тактильних та наочних досліджень

як методу, і разом з тим різних «навчальних предметів» (сферичних фруктів, куль, глобусів)
як інструментів дослідження;
 впровадження порівняльного методу як методу вивчення учнями декількох концепцій

одночасно, у нашому випадку – це порівняння сферичної геометрії з евклідовою геометрією
на площині;
 створення кореляцій (як наочних, так і суто математичних) між математикою та геогра-

фією (глобус як навчальний посібник на уроках математики, а з іншого боку: математичний
погляд на глобус на уроках географії);
 формування в учнів мотивації до навчання, віри учнів у власні сили, позитивної само-

оцінки в межах можливості самостійного виявлення наукових знань.

Конкретні завдання уроку (в оперативній формі):

Після уроку учень:

 знає основні властивості вибраних геометричних фігур на сферичній поверхні;
 знає відмінності між властивостями вибраних геометричних фігур на площині та на кулі;
 може планувати та проводити перевірку властивостей фігур на поверхні кулі;
 може обґрунтувати відмінності між геометрією на площині та на кулі.

Під час цього заняття учні:

• використовують глобус та свої знання з географії як інструмент для вивчення геометрії
на сфері;

• виконують псевдобудови геометричних фігур на апельсинах та/або на інших сферичних
плодах за допомогою гумових кілець та зубочисток, щоб виявити ті фігури та їх власти-
вості, яких немає в площині, наприклад, двокутник або трикутник з трьома тупими ку-
тами;

• визначають нові поняття для них, наприклад сферичну пряму (тобто пряму лінію на сфе-
рі);

• складають гіпотези щодо певних відмінностей між геометрією на площині та на кулі,
наприклад, про суму внутрішніх кутів у трикутнику, або про наявність паралелізму;

• обговорюють, аргументують, обґрунтовують власну точку зору.

Методи, що використовуються на уроці: бесіда, презентація, проблемний метод, мозковий
штурм, порівняльний метод, дискусія.

Форми організації класної роботи: колективна та індивідуальна робота.
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Навчальні посібники: е-презентації, сферичні фрукти, зубочистки, гумки, кульки, полі-
стиролові кульки, глобуси.

Місце та час виконання завдання: аудиторія, 45 хвилин.

До уваги вчителя:

Пропонуємо провести урок після закінчення розділу «Суцільні речовини», особливо після
обговорення властивостей сфери. У школі ми обговорюємо властивості геометричних фігур
лише на площині. Реалізуючи питання в галузі стереометрії, ми не звертаємо уваги на властиво-
сті фігур, побудованих на поверхні твердого тіла. Обговорюючи властивості сфери, ми не гово-
римо про конкретні властивості, наприклад, трикутників на поверхні цієї сфери. Не згадуємо
також, що закони геометрії на площині (евклідова геометрія) – не єдина геометрична система в
науці. Ми звичайно не згадуємо неевклідові геометрії.

Введення елементів сферичної геометрії як підсумок питань, пов’язаних із твердими речо-
винами, стане тим природніше, якщо ми розпочнемо цю тему, розглядаючи глобус, який є сфе-
рою, на поверхні якої можна знайти різні геометричні фігури.

Кожен учень має підготувати сферичний предмет з апельсина, грейпфрута чи полістиролу,
а також зубочистки та гумки. Глобус може бути одним на групу або пару учнів.

Запропонований хід уроку

Основні дії/час Дії учителя Дії учнів
Вступна частина уроку – (встановлення уваги класу) перевірка домашнього завдання з попере-
днього уроку – кількісна чи якісна. Перевірка, чи всі учні принесли необхідні матеріали – 3 хв.

Головна частина

Вступ до теми – 7
хв.

Ініціювання вчителем бесіди про
різні поверхні, можливо, поєднане з
презентацією, що показує такі по-
верхні (в основному зігнуті) в при-
роді та наслідки людської діяльнос-
ті.

Участь у бесіді, наведення при-
кладів вигнутих поверхонь, обго-
ворення відмінностей між площи-
ною та сферою, які інтуїтивно
відчуваються (кінцева та кінцева
сфера та нескінченність площини,
кривизна сфери тощо).

Створення проблем-
ної ситуації – 5 хв.

За допомогою земної кулі він ви-
значає початкову ситуацію:
уявімо собі, що ми вирушаємо в по-
дорож на яхті під час великої подо-
рожі. Ми починаємо з Нью-Йорка,
пливемо до західного узбережжя
Африки, потім до Бразилії, а потім
повертаємось до Нью-Йорка. Мож-
на просто сказати, що ми пливемо
«по трикутнику». Чи може капітан
яхти використовувати свої знання
трикутників у своїх розрахунках,
необхідних для зміни напрямку ру-
ху яхти?

Участь у мозковому штурмі, даю-
чи ідеї для тлумачення проблеми.
Виявляється, учням потрібно роз-
глянути кути трикутника, що
складають маршрут поїздки.

Математизація про-
блеми та визначення
ключового поняття
сферичної прямої – 5
хв.

1) Як висловити нашу проблему
мовою математики?

2) Як побудувати трикутник на сфе-
рі?

1) Чи має трикутник на поверхні
кулі ті ж властивості, що і трикут-
ник на площині?
2) Як і на площині: виберіть три
вершини і з'єднайте їх.
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3) Чим ми їх поєднуємо?

4) А що це за арки?

5) Для того щоб сконструювати (по-
будувати) багатокутники на повер-
хні сфери, ми повинні визначити на
ній набір точок (базові точки фігу-
ри), які будуть виконувати роль
прямої на площині, тобто ми пови-
нні визначити «сферичну пряму».
Для чого це нам потрібно?

6) Яка фігура на сфері може бути
«сферичною прямою»?

7) Чому?

8) А з геометричної точки зору що
це?

3) На площині з перерізами, а на
кулі з арками.
4) Дуже ймовірно, що учні не змо-
жуть відповісти на це запитання.
5) Для нанесення сферичних сег-
ментів.
І для вимірювання відстаней на
кулі, тому що на площині відстані
ми вимірюємо вздовж прямої лі-
нії.

6) Екватор!
(Досвід показує, що чим молодші школя-
рі, тим швидше вони визначають велике
коло як сферичну пряму – я думаю, їх
інтуїція працює краще)
7) Тому що вздовж екватора ми
вимірюємо відстані на земній ку-
лі.
8) Ми можемо вважати велике ко-
ло сферичною прямою, оскільки
воно здійснює те, що і звичайна
пряма лінія на площині: вона ді-
лить його на дві конгруентні час-
тини.

Дослідження влас-
тивостей сферично-
го трикутника – 5 хв.

Спостерігає за роботою учнів з їх
допоміжними засобами.

Вони виявляють, що сума кутів у
сферичному трикутнику не є по-
стійною, що ця сума може бути

°> 180 , що на сфері можна побу-
дувати трикутник з двома-трьома
прямими кутами, або з трьома ту-
пими кутами, як показано на ма-
люнках нижче:

Трикутник з двома-трьома пря-
мими кутами також легко вказати
на глобусі:
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«Відкриття» трикут-
ника – 3 хв.

Чи може залишитися шматочок
апельсинової шкірки після того, як
«елегантне» лущення плодів можна
назвати багатокутником?

Обговорюючи визначення багато-
кутника і спостерігаючи за ство-
реною фігурою, учні зазвичай
швидко приходять до висновку,
що це багатокутник, і вони дають
йому назву «діагональ».

Вони також усвідомлюють (іноді
після пропозиції вчителя подивитися на
глобус), що кожні два різні мериді-
ани на земній кулі утворюють діа-
гональ.

Чи є паралелізм на
сфері? – 4 хв.

Яким може бути взаємне положен-
ня двох сферичних ліній?

Сферичні лінії можуть перетина-
тися (у двох точках!), включаючи
під прямим кутом, але вони не
можуть бути паралельними одна
одній, оскільки кожне два великих
кола на поверхні кулі перетина-
ються.

Чотирикутники на
кулі – 7 хв.

На земній кулі ми бачимо чотири-
кутники в результаті перетину ме-
ридіанів і паралелей. Чи можете ви
побудувати квадрат на кулі?

Студенти досить швидко прихо-
дять до висновку, що сфера не
може бути побудована в сенсі ви-
значення, яке ми використовуємо
в геометрії площини: чотирикут-
ник з чотирма рівними сторонами
та чотирма прямими кутами. Від-
повідь на питання, чому проілюс-
тровано на фото нижче:
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На відміну від цього, учні досить
швидко виявляють, що ви можете
побудувати звичайний чотирику-
тник зі всіма сторонами однакової
довжини та всіма кутами з одна-
ковими розмірами (хоча це не
прямі кути):

Заключна частина – короткий підсумок (із учнями), оцінка діяльності учнів – 3 хв.
Розмова з учнями про те, що було їм важко, що було цікаво, як вони хотіли б працювати

протягом наступних уроків – 3 хв.

Запропоновані модифікації уроку

Якщо час дозволяє або ми організуємо ще один урок сферичної геометрії, можна виріши-
ти ще і такі додаткові питання:

 Яка найменша відстань між двома точками на площині? Яка найменша відстань між
двома точками на кулі? Яка найбільша відстань між двома точками на площині? Яка найбіль-
ша відстань між двома точками на сфері?
 Є дві ортогональні сферичні лінії. Скільки сферичних прямих, перпендикулярних обом

даним прямим, існує? Складіть конструкцію, яка ілюструє ваші висновки.
 Чи можна побудувати три прямі a, b, c на площині так, щоб кожна дві суміжні (включа-

ючи c і a) були перпендикулярні одна до одної? Чи можна побудувати на кулі три сферичні
прямі a, b, c, щоб кожні дві суміжні (включаючи c і a) були перпендикулярні один одному?
 Чому дорівнює сума внутрішніх кутів у сферичному чотирикутнику? А в сферичному n-

кутнику?
 Чи можете ви намалювати концентричні кола зі збільшенням радіусу на площині та на

кулі, якщо припустити, що у вас є компас потрібного розміру та папір на площині? Чи набір
(ряд) концентричних кіл є скінченним?
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 Скільки «родичів» має коло? На площині? На сфері?
 Чи важливим є число π  у сфері?

Посилання на основну навчальну програму:

Запропонована тема – це розширення змісту основної навчальної програми для молодшої
середньої школи, розділу «Суцільні речовини».

Примітка: 1) більшість приведених фотографій були зроблені під час занять з учнями мо-
лодших класів на тему; 2) фігури, що показані на фотографіях з фоном на пробкових килимах,
були зроблені І. Ленартом самотужки.


