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Дистанційний курс «Математика в Природі»

Розділ 3_2.  Тема: Незвичні поверхні в Природі

Зверніть увагу на тему поточного Розділу: по-перше, мова піде про поверхні (виникли
асоціації з математикою?), а по-друге, мабуть, щось буде «незвичне»… – Так, але перед тим, як
прийти до «незвичного», пройдемось повз «звичні поверхні» – на згадку приходять шкільні ма-
тематичні об’єкти: щоб пізнати щось нове, треба «відштовхнутись» від знайомих речей.

♦ Поверхня як класичне поняття з Математики

Загалом, поверхня – це суцільна межа, що розділяє тривимірний простір на дві області.
Наприклад, поверхня кулі відокремлює внутрішню частину від зовнішньої; горизонтальна пло-
щина відокремлює половину простору над нею від половини простору знизу. Поверхня (як вона
трактується в геометрії) – двовимірна множина точок (якщо поверхня «рівна», тобто якщо z -
координата усіх точок поверхні є константою, або тривимірна множина точок, переріз яких
становить крива (крива поверхня), або межа будь-якого тривимірного твердого тіла.

Поверхні часто називають іменами областей, які вони охоплюють, але поверхня по суті є
двовимірною і має площу, тоді як область, яку вона охоплює, є тривимірною і має об’єм. Атри-
бути поверхонь, зокрема ідея кривизни, досліджуються в диференціальній геометрії.

Ми вже звикли до того, що Математика в змозі зробити опис майже всього. – Ну що ж тут
зробиш, коли вона така «могутня та чарівна»! Так от далі спробуємо дізнатися, як Математика
може розповісти про найменші нюанси самих дивовижних поверхонь.

Алгебраїчна1 поверхня (звичайно, що вона існує в тривимірному просторі) може описува-
тись рівнянням, наприклад, такого вигляду: 0),,( 222 =++++++= LKzHyGxCzByAxzyxf .
Як це можна побачити, відомі кожному школяру величини «ікс-ігрек-зед» тут є присутніми як
квадратні, так і лінійні члени цього виразу. Зверніть увагу: якщо поверхня пласка, тобто це по-
верхня першого порядку, то в її рівнянні є тільки лінійні члени (тобто 0=== CBA ). А якщо у
поверхні є кривизна, то принаймні один коефіцієнт з цієї «трійці» не дорівнює нулю.

Ось як виглядають «класичні гнуті поверхні» (Рис. 1):

а) еліптичний параболоїд б) гіперболічний параболоїд в) параболічний циліндр

Рис. 1: невеличкий набір «класичних», або звичайних, поверхонь,
що можуть існувати у нашому уявленні; придивіться: всі вони є двосторонніми.

Придивіться до цих малюнків (Рис. 1): кожна така поверхня є «двосторонньою». Так воно
звично з нашого повсякденного життя. Але наш навколишній Світ багатий на форми, і тому є
дуже дивовижним! Саме про це піде мова нижче.

1 Алгебраїчна поверхня – це поверхня 2-го порядку, яка описується рівнянням такого типу: A×x2 + B×y2 + C×z2 +
2D×x×y + 2E×y×z + 2F×x×z + 2G×x + 2H×y + 2K×z + L = 0, де хоча б один із коефіцієнтів A, B, C, D, E, F є відмін-
ним від нуля. Усяка неалгебраїчна поверхня називається трансцендентною.
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Найвідоміша одностороння (саме так!) поверхня має назву стрічка Мебіуса2: як же вона
виглядає? – а подивіться її реалістичну паперову модель на Рис. 2. Цю поверхню ми ризикнемо
назвати класичною-незвичною: цей об’єкт таки незвичний, і до того ж він справжній «матема-
тичний казус».

Рис. 2: «стрічка Августа Мебіуса» (the Möbius strip), зроблена з паперу

Стрічка, або смужка Мебіуса, то є справжня одностороння поверхня, яку можна побуду-
вати, закріпивши кінці прямокутної смуги після того, як спочатку один з кінців «зробив напів-
поворот» (Рис. 2). Такий простір виявляє незвичні та цікаві властивості, такі як наявність лише
однієї сторони та залишення цілісності при розбитті посередині.

Стрічку Мебіуса можна створити власноруч, взявши смужку паперу, надавши їй непарну
кількість напівскруток, а потім склеївши кінці назад, утворивши петлю. Якщо взяти олівець і
провести лінію вздовж центру смужки, ви побачите, що лінія, проведена лише по одній стороні
поверхні, здається, проходить уздовж обох сторін петлі. Концепція такого незвичного «одно-
стороннього об’єкта» надихнула багатьох художників на творчість, одним з них є голландський
графічний дизайнер М. Ешер: на його ілюстрації (див. Рис. 3) видно, як червоні мурахи повза-
ють один за одним уздовж смуги Мебіуса3.

Рис. 3: https://www.youtube.com/watch?v=pgbHR290RW8

До того часу (середина ХІХ сторіччя) математики вважали, що поверхня є двовимірним
об’єктом з дуже великою варіативністю. Деякі поверхні виникають як межі тривимірних твер-
дих тіл: наприклад, сфера – це межа твердої кулі (уявіть матерію всередині). Різні математичні
уявлення про поверхню можна використовувати для моделювання поверхонь у фізичному Світі
(у Природі).

Рухома точка на поверхні може рухатися у двох напрямках (у цьому випадку кажуть, що
вона має два ступені свободи). Іншими словами, майже в кожній точці є ділянка координат, на
якому визначена двовимірна система координат. Наприклад, поверхня Землі нагадує (в ідеалі)
двовимірну сферу, а широта і довгота забезпечують двовимірні координати на ній (крім полю-
сів та вздовж 180-го меридіану). Поняття поверхні широко використовується у фізиці, техніці,
комп’ютерній графіці та багатьох інших дисциплінах, насамперед при зображенні поверхонь

2 August Ferdinand Möbius (1790-1868), German mathematician and theoretical astronomer who is best known for his work in analytic
geometry and in topology. In the latter field he is especially remembered as one of the discoverers of the Möbius strip (1858)
3 до речі, подивіться відповідну анімацію в youtube; – див. деякі е-адреси в розділі «Джерела».

www.youtube.com/watch
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фізичних об’єктів. Наприклад, при аналізі аеродинамічних властивостей літака головним фак-
тором є потік повітря вздовж його поверхонь (наприклад, поверхні крил та фюзеляжу, тощо).

♦ Незвичні поверхні як результат математичного моделювання

Нижче представлені штучні поверхні (див. Рис. 4-6), виконані із таких структурних еле-
ментів, як маленькі сфери. Дозвольте деякі пояснення про ці світлини. По-перше, це
комп’ютерна графіка, тобто це є результат роботи комп’ютерної програми. По-друге, нагадає-
мо: щоби отримати будь-яку комп’ютерну програму, неминуче потрібно виконати наступний
ланцюжок дій: мета (або задум)  математична модель (що здатна описати певну мету) 
створення алгоритму дій, послідовність яких здатна привести Виконавця до реалізації мети
програмування (тобто кодування створеного алгоритму за допомогою обраної мови програму-
вання) комп’ютерний експеримент (тобто запуск отриманої комп’ютерної програми на ви-
конання).

Рис. 4: «штучна» поверхня Рис. 5: «штучна» поверхня

Як бачите, на стадії розробки математичної моделі вже виникає необхідність «спілкуван-
ня» з Математикою, або аплікація Математики. На цьому етапі «думки та бажання» перетво-
рюються на «декілька рівнянь та формул». Щоби не засмутити читача необхідністю блиснути
знаннями Математики та підбадьорити його, маємо визнати, що цікаві та гідні комп’ютерні
проекти потребують «участі» декілька сотен або декілька десятків тисяч формул та рівнянь, і це
ще далеко не межа.

Рис. 6: «штучна» поверхня
(здається, вона схожа на стрічку

Мебіуса)
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♦ Незвичні поверхні у Природі (біологія + новітні матеріали)

Поточна глава потребує пояснень перед тим, як проілюструвати ті самі природні «незвич-
ні поверхні». Автори розглядають Всесвіт як «те, що можна розподілити на дві частини»: 1) «те,
що трапляється на планеті Земля» і 2) «те, що трапляється поза нашою планетою, у Космосі».
Звичайно, ми більше своєї уваги приділяємо Землі. Бо ми – люди, а ця Планета – наш дім: тут
ми з’явилися, тут ми і залишимось…

А якщо пофілософствувати у «іншому напрямку», то нам здається, що тут, на Землі, є на
що подивитись допитливими очима, тут було і досі є що досліджувати та «відкривати» – з по-
дивом та з користю. З користю для себе та для Людства, звісно.

Якщо згадати Космос з точки зору заявленої теми поточної розмови про «незвичні повер-
хні у Природі», то Там-у-Космосі є безліч всякого таємного/цікавого/перспективного! Але, ми
вважаємо, що і зовсім поряд, ось тут, де ми всі живемо, для дослідницького розуму є роботи на
дуже багато тисячоліть вперед!

А тепер більш предметно, але стисло про «космічні поверхні»: згадайте про чотири осно-
вні стани речовини (матерії) – тверде тіло, рідина, газ, плазма. Так от, поверхні у Космосі саме
такі і є, звичайно, плазмових та газоподібних – набагато більше. І майже всі вони незвичні. І
якщо цікаво (а воно так і має бути!) – вчиться, досліджуйте… Не марнуйте свій час на непотріб!

То було про «космічне», а тепер – до «земного»: воно тут, поряд. Природні «Земля_made»
поверхні теж вражаючі, потребують свого дослідника і теж мають фантастичні перспективи для
людського прогресу. Природних об’єктів з незвичними поверхнями навколо нас більш, ніж до-
сить. Щоб ця розповідь колись скінчилась, ми вибрали тільки два напрями – поверхні деяких
біологічних істот та поверхні так званих новітніх матеріалів. Але, щоб почати цю екскурсію у
незвичні поверхні, нам знадобиться освіжити знання та уяви про надмалі та мікроскопічні мас-
штаби.

Згадаємо, що всі природні об’єкти «складені» із певних структурних одиниць – молекул та
атомів. Частіше за все молекули теж складаються із атомів. Тобто будемо вважати, що най-
меншою «цеглиною» матерії є атоми. Вони і справді дуже маленькі. До того, атоми ще й не од-
накові за своїми розмірами. Якщо вважати, що атоми є сферичними об’єктами, то їх розмірами
можна вважати діаметри таких сфер. Найменший із природних атомів – атом водню – має «діа-
метр» близько до 1 Å (ångström4 або ангстрем) = 1×10–10 м, а найбільший із природних атомів – атом
урану – має «діаметр» близько до 3 Å = 3×10–10 м.

Зараз є нагода «познайомитись» з поняттям нано-масштабу – для того, щоб оцінити розмі-
ри нано-масштабних об’єктів, тобто надмалих реальних об’єктів, – що існують незалежно від
того, чи здатні ми побачити та/або помацати такі мініатюри. Додатково підкреслюємо: реальних
об’єктів – чи то природних або зроблених нами, людьми, за новітніми технологіями.

Нано-масштаб – наскільки він великий? Почнемо з базових понять: метр, міліметр, мікро-
метр (або мікрон), нанометр… Нанометр – це одна мільярдна частина метра: 1 нанометр (1 nm)
= 1×10–9 м (Рис. 7).

Рис. 7: що таке нанометр?

4 Anders Jonas Ångström (1814-1874), a Swedish physicist, after whom the unit was named (1868).
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Далі подано декілька графічних зображень, що демонструють загальний вигляд нанороз-
мірних поверхонь багатьох видів новітніх матеріалів та/або структурних елементів, з яких ці
матеріали складені (Рис. 8–9–10). Розмір структурних елементів таких матеріалів становить від
1 до 100 нанометрів. У цьому масштабі міжатомні («кулонівські») сили стають не просто помі-
тними, а дуже і дуже великими – їх доведеться враховувати при проведенні досліджень з метою
визначення певних характеристик та моделювання «поведінки» подібних речовин.

Рис. 8: Зображення гнучкого органічного
фотоелементу (сонячної батареї),

що не базується на Indium tin oxide

Рис. 9: Вуглецеві нанотрубки –
нанорозмірні трубчасті структури

Рис. 10: рідкісний випадок металевої «гексагональної» структури – 2D кристал пористого алюмінію
– вельми незвична металева поверхня з надзвичайно корисними властивостями

Подивіться ще раз на ці незвичні поверхні: вони природні, не уявні або вигадані – вони
реальні, вони побудовані з природних структурних елементів – із звичайних атомів за звичай-
ними законами Природи (нагадаємо: атоми вуглецю – на Рис. 9, атоми алюмінію – на Рис. 10).
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Уявіть, що на цілеспрямовані попередні дослідження, на математичне моделювання «заздале-
гідь запланованих властивостей» та на вдалі/невдалі експерименти, на дослідження щодо пере-
вірки досягнутих властивостей та характеристик, на узгодження оптимальних технологічних
рішень щодо «стабільно вдалого» виробництва саме таких матеріалів, на розуміння середньої та
дальньої перспективи використання таких матеріалів та матеріалів модернізованих, …, витра-
чено сотні тисяч годин напруженої праці самих висококваліфікованих людей… Звісно, за років
50 на це затратили не менше декілька мільярдів «самих привабливих» грошей Світу… – Та за
що?!?! Оце за красиве мереживо?! – Так є павутиння! і ще є риб’яча луска на сонці!? а ще є ху-
тро… І ще багато чого є, що блистить! – Так НАВІЩО це марнотратство? – щоб подивитись?!!

Так, саме такі та подібні питання можна почути. Бо є різні люди… І, напевне, до них у ав-
торів є свої контр-запитання: а навіщо комп’ютери та різні «штуковини з процесорами»? навіщо
Інтернет+комунікації? навіщо сучасні автомобілі, моно-колеса та втикнуті у вуха «Bluetooth-
заглушки»?.. І взагалі, навіщо нам кожен рік підвищений власний та суспільний комфорт, різ-
номанітні надлюдські або практично чарівні можливості?

Ці штучні поверхні, що зображені вище (Рис. 8-9-10), сконструйовані як матеріали із за-
здалегідь заданими властивостями і можуть бути використані як надчутливі сенсори. Можливо,
з цього вийде штучний ніс, світлочутливі “клітини”, датчики зовнішніх коливань... Або уявіть,
що це є основа для штучної нервової тканини, що спершу була змодельована математично з
усіма притаманними їй властивостями… А якщо так, то ця поверхня може бути мультисенсо-
ром для Штучного Інтелекту, тобто надавати вхідну інформацію для подальшої обробки.

А тепер поговоримо про суто біологічні об’єкти, але теж крихітних розмірів. В них нас
буде цікавити їх «поверхня» – вона теж будується зі своїх структурних частин – різних біологі-
чних клітин. Взаємодія між собою різних біологічних об’єктів теж реалізується через взаємодію
їх поверхонь.

Для довідки: розмір білкових молекул і «надмолекулярних» білкових комплексів колива-
ється від 1 до 1000 нм; діаметр спіралі ДНК становить 2 нм; розміри більшості вірусів знахо-
дяться в діапазоні 25…300 нм.

Вище були показані поверхні, згенеровані комп’ютерною програмою (Рис. 4-5-6). Авто-
ром наступної поверхні є Природа, бо це поверхня ліпосоми (Рис. 11).

Рис. 11: Ліпосома – це сферична везикула (vesicle або пухирчатка),
що має принаймні один ліпідний бі-шар (lipid bilayer5)

Для довідки: діаметр ліпосом становить від 20 нм (моноламелярні везикули – стінка складається з
одного бі-шару) до 10-50 мкм (мультіламелярні везикули – стінка складається з десятків бі-шарів).

5 bilayer – a film of two molecules thick (formed, e.g., by lipids), in which each molecule is arranged with its hydrophobic end directed
inward toward the opposite side of the film and its hydrophilic end directed outward.
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Розуміння принципів будови та властивостей поверхонь біологічних об’єктів надзвичайно
важливе для подальшого прогресу Людства, а саме: нові вакцини або ліки, регенерація біологі-
чних тканин та біонічне протезування, можливість редагування ДНК/РНК, тощо.

Наступні світлини (електронні мікрофотографії) ілюструють деякі напрями у роботі до-
слідників в сучасних галузях біології: наномедицина, нанобіотехнології та генетики, біоінфор-
матика та біоніка (Рис. 12…26).

Рис. 12: так виглядає вірус грипу H7N9 (таку поверхню має цей біологічний об’єкт)

Рис. 13: Вірус грипу
(Influenza Virus: grey Membrane, blue surface Proteins) Рис. 14: Corona virus під електронним мікроскопом
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Рис. 15: електронна мікрограмма вірусу Ebola

https://weather.com/health/cold-flu/news/2019-01-30-stunning-microscopic-images-viruses-bacteria

Рис. 16: Електронна мікрографія вірусу свинячого грипу Рис. 17: Макрофаг, інфікований бактерією
Francisella Tularensis
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Рис. 18: Здорова Т-клітина людини.
Електронна мікрофотографія Т-лімфоцита людини

(також званої Т-клітиною)
із імунної системи здорового донора

Рис. 19: Взаємодія MRSA (зелені бактерії, штам
MRSA252) з білими клітинами людини

Рис. 20: Метицилін-стійкий стафілокок (MRSA синіх
бактерій, штам MRSA252) з білими клітинами людини

Рис. 21: Мікрофотографія стійкого до метициліну
золотистого стафілокока (MRSA)
та мертвого нейтрофілу людини
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Рис. 22: Електронна мікрофотографія:
стійка до карбапенем Klebsiella pneumoniae,

що взаємодіє з нейтрофілом людини
Рис. 23: Бактерії стрептококів групи В

Рис. 24: Електронна мікрограма корона-вірусу (вони тут оранжевого кольору)

https://www.npr.org/2020/02/13/805837103/images-what-new-coronavirus-looks-like-under-the-microscope

www.npr.org/2020/02/13/805837103/images-what-new-coronavirus-looks-like-under-the-microscope
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Рис. 25: Пелюстки троянд мають текстуровану поверхню, покриту гідрофобним воском.
Характерні розміри цих «елементів» поверхні пелюсток близько 16 мкм

Рис. 26: Тіло комахи Springtail6 (Collembola7, або «ногохвіст»/«вилохвіст»)
має ієрархічну структуру і здатне утримувати бульбашки повітря для «відштовхування» води

6  a minute primitive wingless insect which has a springlike organ under the abdomen that enables it to leap when disturbed. Springtails
are abundant in the soil and leaf litter.
7 Спрінгтейли (Коллембола) утворюють найбільшу з трьох ліній сучасних шестиногих, які більше не вважаються комахами
(Springtails (Collembola)).
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Математика дозволяє нам зрозуміти та розібратись у будові та властивостях різноманіт-
них поверхонь, а потім математично описати (формалізувати) та змоделювати поверхні живих
та неживих об’єктів, що розробляються.

Математичне моделювання об’єкту реального (або віртуального, тобто задумки, мрії) до-
зволить побудувати алгоритми її реалізації спочатку як комп’ютерного експерименту (для все-
бічної перевірки властивостей об’єкту, що розробляється), а потім – Математика та ІТ допома-
гають втілити певну задумку в «справжні дива», – назвемо таким чином справжній об’єкт з не-
звичайними властивостями.

Не будемо забувати і про те, що об’єкти – природні або штучні, – проте все одно реальні,
взаємодіють між собою та із Світом через свої поверхні…
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