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Сфера Ленарта. Стаття №2

Передмова перекладачів:

Шановні колеги-освітяни!

Ми продовжуємо нашу серію публікацій про оригінальні ідеї в освіті угорського педагога-
інноватора Іштвана Ленарта.

У 2018 році Україна вперше практично долучилася до Програми міжнародного оцінюван-
ня учнів (Programme for International Student Assessment, PISA). У порівнянні освітніх систем близь-
ко 80 країн Світу через вимірювання компетентностей 15-річних учнів із читання, математики
та природничих дисциплін Україна посіла 39-ту сходинку із результатами: читання – 466, мате-
матика – 453, природничі дисципліни 469 (див. Рис. 1).

Рис. 1

Коментарів щодо цих результатів було вже «більш ніж досить», тому нових слів додавати
не будемо. Мабуть ця ініціатива з публікаціями інноваційного педагогічного досвіду і є нашої
реакцією на оприлюднені результати, а ще витоки цієї ініціативи напевне можна прояснити сло-
вами німецького автомобільного конструктора Фердинанда Порше: «Якщо хочеш зробити щось
добре, зроби це сам».

Так от ми звернули свою увагу на досягнення трьох країн – Естонії, Польщі, Угорщини, і
задали собі питання: чи можна зробити декілька кроків до кращого? тут, зараз, для наших ді-
тей? Особливо, коли ти не один. Напевне, ми, освітяни, у добрій справі можемо бути разом.

Як видно з Рис. 1, найближчою до нас з більш успішних країн, до того ж сусідніх, є Угор-
щина. Ця країна почала реформувати свою освіту ще у 2004 році. Угорська освітня реформа бу-
ла зосереджена на шести напрямках:

 компетенції ранньої допомоги та освіти;
 навички розуміння чи письма;
 математична компетентність;
 навчання іноземних мов;
 навички кар'єрного розвитку;
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 соціальні, екологічні та життєві навички.

Так, напрями реформи угорської освіти є схожими на ті ж реформи, що перманентно від-
буваються і в освіті нашої країни, проте в угорській освіті ККД зусиль був більший.

Щодо змісту навчальних програм з математики, то рамках освітньої реформи в Угорщині
був зроблений нестандартний1 крок: там підсилили вивчення геометрії [1], і зробили це впрова-
дженням у шкільну обов’язкову програму з математики з 2004 по 2011 роки курсу порівняльної
геометрії [2]! Фактично було запроваджено вивчення змалку елементів неевклідової геометрії.
Парадокс у тому, що ми з раннього дитинства тлумачимо дитині, що Земля кругла, а коли дити-
на підростає та іде до школи, то всі шкільні роки ми «тримаємо» учнів на площині Евклідової
геометрії.

А тепер подивіться на Рис. 2, тобто на факти: тут показано динаміку учнівських досягнень
за стандартами PISA в угорських школах. На наш погляд це переконливо свідчить на користь
того, що до викладання математики потрібно повернутися обличчям. У всіх сенсах.

Рис. 2

Але ця публікація не присвячується загальним зауваженням, а ставить ціллю познайомити
зацікавленого читача із конкретним практичним досвідом навчання математиці в Угорщині. Це
досвід того, як яскрава, натхненна та наполеглива особистість – математик-педагог Іштван Ле-
нарт, задля більш якісної математичної освіти для підростаючих поколінь, задля популярізації
геометрії зокрема, в масштабах цілої країни впровадив вивчення елементів неєвклідової геомет-
рії в середній школі. Він присвятив математиці та новітнім методам її викладання 50 років!

Частиною процесу реформи освіти в Угорщині була масштабна реалізація проекту
І.Ленарта «Порівняльна геометрія в школі». З 2004 року сотні угорських шкіл отримали прак-
тичні інструменти та програмні матеріали для впровадження порівняльної геометрії у свої на-
вчальні програми з математики. Проект повинен був сприяти творчості, формуванню вмінь рі-
шення практичних задач та навичок прийняття рішень. Відгуки та оцінка проекту порівняльної
геометрії показали, що ці очікування виправдані: цей проект відіграв значну роль у сфері мате-
матичної компетентності школярів.

Тому далі ми пропонуємо до уваги читачів декілька частин з однієї з недавніх публікацій
майстра І. Ленарта (István Lénárt, Anna Rybak: «Порівняльна геометрія у середній та початковій

1 чому «нестандартний»: саме у той самий час на вивчення геометрії в курсі математики в ряді інших країн, зокре-
ма і у нас, скорочувалися години на геометрію.



3 Автори публікації (адаптований переклад): к. ф.-м. н. А.Чепок (ORCID 0000-0002-7902-9652),
вчитель-методист Н.Євтушенко ( 2020)

школі») [3]). Цю роботу він написав у співавторстві з викладачем математики Анною Рибак (м.
Бялосток, Польща), книжка видана у березні 2018 року.

Від себе хочемо додати, що не лише зміст прочитаного принесе Вам задоволення, а і те, в
якій формі подаються ідеї автора. При кожній можливості прочитати публікацію Іштвана Лена-
рта ми отримували насолоду від його художньої майстерності та вправності красиво, майже по-
етично доносити свої думки.

Педагоги-інноватори: Іштван Ленарт (Угорщина) та Анна Рибак (Польща), 2019 р.

Порівняльна геометрія у середній та початковій школі
(автори: István Lénárt, Anna Rybak)

Інтродукція

У цьому розділі ми обговорюємо математичну ініціативу в Угорщині, де порівняльну2 гео-
метрію запроваджено як частину процесу реформування математичної освіти. Ми наводимо ско-
рочений план проекту, який співфінансував Європейський Союз із цільовою аудиторією дітей із
змішаними здібностями. Ми стверджуємо, що протиставлення сфер до площин призводить до
глибшого розуміння евклідової та неевклідової геометрії. Тим самим ми сподіваємось надати
бажаючим уявлення про те, як шкільна математика піддалася реформам та оновленню в Угор-
щині, і як сама дисципліна математика – її зміст та методика її викладання – можуть відрізня-
ються між країнами, і можуть і повинні змінюватись з часом.

Ми описуємо своє бачення використання порівняльної геометрії для поглиблення геомет-
ричних міркувань як для вчителів, так і для учнів.

2 порівнюються, або навіть зіставляються два дуже різних світи – плаский та сферичний.
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Фокус на Геометрію, що є «всередині» Математики

Геометрія часто недооцінюється в навчальних програмах з математики і приділяється об-
меженим часом і увагою як в початковій, так і в середній школі. Тому варто задуматися над тим,
чи геометрія все ще актуальна. Ми стверджуємо, що геометрія абсолютно необхідна. Фермер,
який обробляє свою землю, домогосподарка чи чоловік, який працює на кухні, хірург, який ана-
лізує КТ або МРТ-діаграму, стоматолог, що проектує імплантат зубів – всі вони потребують
глибокого розуміння відчутної (буквально, на дотик!), саме конкретної геометрії.

Незважаючи на своє значення в нашому житті, геометрію було зроблено «фоновим» шкі-
льним предметом вже декілька десятиліть тому. Розглянемо наступну цитату з книги про перс-
пективи викладання геометрії 1998 року:

В останні роки геометрія, здається, втратила значну частину своєї колишньої центральне
місце у викладанні математики у більшості країн. Однак, нові тенденції почали протидіяти цій
тенденції. Зростає усвідомлення того, що геометрія відіграє ключову роль у математиці та ви-
вчення математики. Хоча геометрія десь ховається в навчальній програмі з математики, дослі-
дження геометрії розквітли, оскільки нові ідеї виникли зсередини математики та інших дисциплін,
включаючи інформатику. Завдяки переоцінці ролі геометрії, вчителі математики та математики
стикаються з новими викликами. (С. Mammana, V. Villani, 1998 [4])

До нового тисячоліття частково це пророцтво було виконано. Багато зараз педагоги вва-
жають, що видалення геометрії «подалі» – це лише перший крок до видалення математичного
мислення в цілому. Завдяки теоретичним міркуванням, новим матеріалам, що провокують кори-
сні думки, практичним іграм, головоломкам та програмному забезпеченню з динамічної геомет-
рії, відбулося повільне, але повноцінне повернення обличчям до цієї теми – геометрія в школі.

Теоретичні міркування підкреслюють, що наука про геометрію завжди відігравала важли-
ву (або навіть «життєво» важливу) роль у багатьох галузях науки, таких як математика, фізика,
астрономія, географія та хімія. Знання геометрії є обов'язковим для багатьох професій, як для
необхідної теорії, так і для практичних застосувань (це про сенсорне, про те, що можна «пома-
цати руками»!). На нашу думку, справжньою причиною відхилення багатьох дизайнерів навча-
льних програм до геометрії є складність цієї теми, заклик до самостійного мислення та творчість
замість «маршрутного навчання». «Більшість людей підходять лише для наслідування, а не для
творення!» – говорять вони або думають в глибині серця. Однак головне завдання школи – це
освіта творців, а не наслідувачів знань; розвивати самостійний розум замість комплексів непов-
ноцінності. Ті, хто відмовляється від творчого характеру геометрії в загальній освіті, відмовля-
ються від само-будування учнем «своїх» знань і з будь-якого іншого предмета.

Якщо геометрія викладається правильно, то вона може і повинна залишатися частиною за-
гальної освіти через її натхнення, витонченість, красу та реальність.

Основна ідея порівняльної геометрії

Порівняльна геометрія пропонується для введення геометричних ідей у двох контрастних
світах: площині (плоскої поверхні) та кулі (вигнута поверхня, як куля). Вводячи ці два зовсім
різних світи одночасно – 2D- і 3D-простір, можна порівняти геометрію фігур на площині та у
просторі як основу для більш ґрунтовних міркувань.

Для більшості людей, які вивчали геометрію, відштовхуючись від плоскої поверхні чи
площини, геометричні конструкції розглядаються спочатку в двох вимірах, а лише пізніше за-
стосовуються до трьох вимірів реального світу. Але що відбувається, коли треба врахувати ос-
новні елементи не тільки на площині, але і так, як вони визначені на кулі?

Розглянемо основні елементи евклідової геометрії площини, такі як точка, пряма, відстань,
кут, площа, багатокутники, трикутники, чотирикутники тощо. Спробуйте встановити ті самі по-
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няття в іншій системі геометрії на поверхні сфери. Які поняття легко можна перенести з площи-
ни на сферу? Які трансфери можна здійснити лише з належними змінами? Які неможливо адап-
тувати? Враховуючи геометрію площини та геометрію сфери, які відмінності та аналогії можна
знайти з іншими системами геометрії, наприклад, гіперболічна геометрія, a taxicab geometry3,
фрактальна геометрія?

Такого роду питання та думки про геометрію у світі навколо нас висуває нові вимоги як до
учнів, так і до вчителів математики. Тому варто розглянути ту необхідну вчителю інформацію,
що допоможе у викладанні порівняльної геометрії. Для викладання порівняльної геометрії вчи-
тель повинен ознайомитись з евклідовою площиною геометрії на рівні середньої школи та воло-
діти основами географічної системи координат: екватора, північного та південного полюсів,
широти та довготи. Крім геометрії, ми використовуємо лише чотири арифметичні операції, зде-
більшого додавання та віднімання серед раціональних чисел. Зауважте, що на цьому етапі немає
жодних вимог щодо більш досконалих областей математики, таких як тригонометрія, обчислен-
ня чи глибше знання неевклідової геометрії. Пізніше матеріал порівняльної геометрії може бути
легко розширений до більш вдосконалених тем, таких як сферична тригонометрія, гіперболічна
геометрія, алгебра, топологія тощо, а також до інших шкільних предметів, таких як географія,
астрономія, екологічна освіта, природничі науки, образотворче мистецтво, і так далі.

Вживаючи підхід порівняльної геометрії, вчителі також потребують нових та різних ін-
струментів та ресурсів. Ми заохочуємо їх використовувати сферичні або сфероїдальні фрукти,
маркери, гумки, зубочистки, пластикові кулі зі сферичною лінійкою, компас і транспортир, па-
перовий транспортир, традиційні або натяжні глобуси, рукоділля для певних моделей гіперболі-
чної геометрії та програмні матеріали та Інтернет-ресурси. Складні конфігурації на сфері потре-
бують більш досконалих «будівельних» матеріалів, але багато наочних експериментів можна
виконати з канцтоварами, фруктами та таким іншим.

Наступна серія зображень демонструє роботу над сферами: можна використовувати глобу-
си, прозорі пластикові кулі, м’ячі та навіть апельсини або яблука:

3 taxicab geometry (або: «геометрія міських кварталів») → 1) https://www.mathscareers.org.uk/article/taxicab-geometry/;
→ 2) https://study.com/academy/lesson/taxicab-geometry-history-formula.html

www.mathscareers.org.uk/article/taxicab-geometry/
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Приклад із порівняльної геометрії: концепція трикутника

Щоб продемонструвати, як порівняльна геометрія використовується як підхід до
викладання геометричних міркувань, ми розглянемо поняття трикутника. Якщо побудувати три-
кутники лише на площині Евкліда, ви впізнаєте фігуру з першого погляду. Ви не відчуваєте не-
обхідності робити абстрактне визначення. Трикутник – це те, що схоже на трикутник, ви думає-
те. Ця стратегія також добре працює на сфері, якщо трикутна форма дуже нагадує вам трикут-
ник на площині, як на першій фігурі внизу. Однак друга форма дуже далека від зображення три-
кутника в евклідовій геометрії. Все-таки, чи можете ви знайти якийсь розумний аргумент, щоб
виключити цю фігуру із набору сферичних трикутників?

Для того, щоб дати відповідь на це питання, ви повинні проаналізувати визначення трику-
тника на площині та зрозуміти повне значення евклідової концепції. Тільки тоді ви можете об-
рати, чи вирішите ви прийняти те саме визначення, або знайти інше, таке, що більше нагадує
випадок Евкліда, або взагалі відмовитися від концепції сферичної геометрії.

На цьому прикладі показано, як використовувати порівняльний метод для розуміння базо-
вих понять евклідової геометрії. Перетворюючи геометричну фігуру в іншу систему, ви розуміє-
те, що ви змогли лише візуалізувати фігуру в оригінальній системі, але не повністю зрозуміли її
значення. Вам потрібно проаналізувати та зрозуміти визначення в геометрії площини, щоб ви
могли перевести його в іншу систему – на сферу.

Ця процедура вимагає, щоб учні брали на себе відповідальність за свої рішення. Якщо во-
ни приймають визначення певного поняття, то відтепер вони повинні дотримуватися цього ви-
значення у всіх подальших експериментах – аж до того моменту, коли нові результати вимага-
ють нового визначення. Один із можливих способів рухатись до рішення – це задати такі питан-
ня, як: Чи теорема Піфагора діє у сфері? Що це за теорема? Які прямокутні трикутники існують
на кулі? Чи можна цю теорему, не доведену, просто перенести з площини в сферу?

Сферична форма набагато частіше зустрічається в нашому природному середовищі, ніж
плоска форма. Сферична модель кінцева на відміну від важко відчутної нескінченної площини.
Вдома або на дитячому майданчику дитина накопичує велику кількість інформації про сферич-
ну геометрію: під час різання яблука, лущення апельсина, видування мильної бульбашки або гри
в баскетбол. Порівняльна геометрія повторно використовує досвід роботи в школі. Він пропонує
радість від самостійного відкриття та потенційне відчуття успіху для дитини, яка рідко зустріча-
ється з успіхом у класі математики. Позитивний досвід перетворює неприязнь до предмета в
оцінку або навіть захоплення ним.

Ми стверджуємо, що задавати питання як щодо площини, так і про сферу перетворює про-
сто декламацію стародавнього тексту в гру, що викликає думки про дві геометрії. Результати в
різних геометріях неможливо передбачити без відповідних експериментів. Ми бачили, що бага-
то учнів світяться від щастя, почувши речення: «Теорема Піфагора не працює на кулі!» Якщо
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теорема Піфагора може бути помилковою при будь-яких умовах, то, можливо, можна поставити
під сумнів усі теореми математики. Можливо, ще є місце для математичних досліджень самих
учнів? – Може є питання, над якими можна попрацювати і навіть покращити деякі теореми? Це
майже найважливіше повідомлення, яке ми можемо донести до наших учнів, навчаючи про Пі-
фагора та його теорему.

Ще одне важливе питання, яке часто виникає у вчителів після їх першої зустрічі з неевклі-
довою геометрією, є: чи є порівняльна геометрія лише для кількох талановитих, трьох найкра-
щих у класі з тридцяти? Наша відповідь на це питання – це чітке "ні". Порівняльна геометрія,
якщо належним чином викладається, призначена для більшості учнів класу: і для «таланови-
тих», і для «середніх» або «слабких» учнів… Це тому, що суб'єкт вимагає способу опрацювання
матеріалу, заснованого на експерименті та безпосередньому досвіді. У цьому контексті твор-
чість, здоровий глузд, ініціативність та душевна сміливість переважають над сприятливим фо-
ном. В основному всі починаються з тієї ж стартової лінії.

Щодо ефективності навчання математики

У нашому підході до математики ми вважаємо ефективними наступні навчальні процеси:

 вирішення проблем;
 міркування та доведення;
 порівняння;
 вибір адекватних інструментів та стратегій;
 активність;
 представлення та спілкування.

Від перекладачів: у наступних публікаціях стосовно методики Іштвана Ленарта щодо ви-
кладання геометрії ми запропонуємо приклади його уроків та методику їх організації.

(далі буде…)
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